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a  ٍb اًذ ٍ  دٍ ػذد ؼجیؼیa b  اگز دٍ ػذد ،ab 1  ٍa b  ٍ ًسجت ثِ ّن اٍل ثبشٌذab 1  ٍa b    ِّن ًسبجت ثب

abّن اٍل ثبشٌذ، ثبثت وٌیذ  a b( ) ( )2  هزثغ وبهل ًیست. 21
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n ِاس ثبیي   ّبب  آى رئبَ  ّبیی وِ   ّب ثز رٍی یه خػ ًیستٌذ. ثبثت وٌیذ تؼذاد هثلث تبیی اس آى ی دارین وِ ّیچ سِ ی در صفحِ ًمؽ

nّب یه ثبشذ، اس  ی ثبشٌذ ٍ هسبحت آى ًمؽِ nایي   n( )22
3
 ثیشتز ًیست. 
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ِ  ؼَری ثِّستٌذ  W1  ٍW2ثِ تزتیت رٍی  A ٍBاًذ.  هتمبؼغ D  ٍPدر  W1  ٍW2ّبی  دایزُ ی هوبب    ثبز دٍ دایبزُ   AB وب

 BCٍسػ  Mوٌذ. اگز  غ هیؽبل Cرا ثزای ثبر دٍم در W2دایزُ ADثبشذ. ABثِ خػ  Pتز اس  ًشدیه Dاست. فزض وٌیذ 
DPM ثبشذ، ثبثت وٌیذ: BDC 
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Pای  ّبی چٌذجولِ ظزیت x ax bx cx d( ) 3 d اًذ ٍ ػذدّبی حمیمی 2 b d c a cmin{ , } max{| |,| |} 
Pی  ثبثت وٌیذ وِ هؼبدلِ x( ) ]ی  در ثبسُ  0 ,  جَاة ًذارد. 11[
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A ٍ  در هثلثABC،A را رٍی  E  ٍFٍ ثبِ تزتیبت    دّین هیاهتذاد  B  ٍCرا اس ؼزف   AB  ٍAC. اظلاع 060
BEگیزین وِ ًظز هیایي اهتذادّب ؼَری در  CF BCِی  . ًمؽK ُحیؽی هثلث ی ه هحل ثزخَرد دایزACE  ثبEF  

 لزار دارد. Aی  سبس ساٍیِ رٍی ًین K( است. ثبثت وٌیذ Eغیزاس ثِ)
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تَاًذ در ّز تؼذاد اس  آهَس هی ّب تذارن دیذُ شذُ است وِ ّز داًش آهَس دارد ٍ تؼذادی ولا  فَق ثزًبهِ ثزای آى داًش nای  هذرسِ
 هشتزنس آهَ ذالل دٍ داًشبف، حلبتبوِ اگز دٍ ولا  هخ داًین هیاًذ.  ًبم وزدُ آهَس ثجت ولا  حذالل دٍ داًش در ّزًبم وٌذ.  ّب ثجت ولا 

)nّب اس  تؼذاد اػعبی آى دٍ ولا ، هتفبٍت است. ثبثت وٌیذ تؼذاد ولا  آًگبُداشتِ ثبشٌذ،   ثیشتز ًیست. 21(
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 اثتذا دلت وٌیذ وِ

ab a b a b a b ab a b a b( ) ( )
2 22 2 2 2 2 2 2 21 1 1 1 1  

a2ی  وِ تحت شزایػ هسئلِ نیوٌ یهادػب  1  ٍb2 داشتِ ثبشٌذ، تفبظل  pل اٍل هشتزوی هثل بهبًسجت ثِ ّن اٍل ّستٌذ. سیزا اگز ػ1

aّب یؼٌی آى b2 pپذیز ثبشذ. پس  ثخش pثبیذ ثز  2 a bٍ یب p a b 

pاگز a b   ِيیب ا، ثب تَجبِ ثب  ِ ab وب a b a b
2 2 2 21 1 abپبذیز اسبت، ثبیبذ     ثخبش  pثبز   1   pّبن ثبز    1

aپذیز ثبشذ وِ ثب تَجِ ًسجت ثِ ّن اٍل ثَدى ثخش b  ٍab pاست اهىبى ًذارد. هشبثِ ایي حبلت اگبز   سؤالوِ فزض  1 a b  ثبب ،

ab وِ يیاتَجِ ثِ  a b a b
2 2 2 21 1 abپذیز است، ثبیذ  ثخش pّن ثز  1 پذیز ثبشذ وِ ثبب تَجبِ    ثخش pثز 1

aًسجت ثِ ّن اٍل ثَدى  b  ٍab a2است اهىبى ًذارد. پس در ول  سؤالوِ فزض  1 1  ٍb2 ًسجت ثِ ّن اٍل ّستٌذ ٍ اگبز   1

xشَد وِ  یبفت هی xدٍ هزثغ وبهل ّستٌذ. یؼٌی ػذد صحیح ّب هزثغ وبهل ثبشذ ّز  ظزة آى حبصل a2 2 وبِ   دّبذ  یهب ایي ًتیجبِ  1

x a x a( )( ) xٍ چَى 1 a  ٍx a  ثب ّبن   درّزصَرتثبشٌذ. پس  -1یب ّز دٍ ثزاثز  1ّز دٍ صحیح ّستٌذ ثبیذ ّز دٍ ثزاثز

 تَاًذ هزثغ وبهل ثبشذ. ظزة ًوی دارد. ثٌبثزایي ایي حبصل تٌبلط a ثَدى یؼیؼجثزاثز صفز است وِ ثب  aدّذ  ثزاثزًذ وِ ایي ًتیجِ هی
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در ًظبز   دلخَاُ ثِثب رئَ  در ثیي ایي ًمبغ هَجَد ثبشذ. یه سٍج اس ایي ًمبغ را  ّبی هثلثهثلث ثب هسبحت یه در ثیي  kفزض وٌیذ 

 ًظز ی در یذ شذُ تَسػ آى ٍ دٍ ًمؽِی ی دیگزی وِ هثلث تَل ثبشذ. ّز ًمؽِ d ثزاثز  ی ثیي ایي دٍ ًمؽِ ثگیزیذ ٍ فزض وٌیذ فبصلِ

ی ثزاثز  گزفتِ شذُ ثزاثز یه ثبشذ، ثبیذ فبصلِ
d

2
ی داشتِ ثبشذ. پس ایي چٌیي ًمبؼی ثبیذ رٍی دٍ خػ هَاسی ٍ ثِ  اس خػ شبهل آى دٍ ًمؽِ  

 ی فبصلِ
d

2
ی اس ًمبغ لبزار ًذارًبذ    ی رٍی ّیچ خؽی سِ ًمؽِ ؼجك فزض هسئلِ اسآًجبوِی لزار داشتِ ثبشٌذ ٍ  شبهل آى دٍ ًمؽِ خػ پبرُثب  

nی  حذاوثز دٍ ًمؽِ(. حبل دلت وٌیذ وِ اگز ثزای ّوِ ّزوذاماست )رٍی  4ز تؼذاد چٌیي ًمبؼی حذاوث
سٍج ًمؽِ، تؼبذاد ایبي ًمببغ را     2

 ثشوبرین ّز هثلث دلیمبً سِ ثبر شوزدُ شذُ است. پس

n k n n k2
2

2
4 3

3
 

 .شَد یهی ثبثت  حىن هسئلِ تیتزت يیا ثٍِ 
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هحبؼی  BDPCلؽغ وٌذ. چْبرظلؼی  Nی  را در ًمؽِ AB خػ پبرُوِ هحَر اصلی دٍ دایزُ است،  PDخػ  فزض وٌیذ اهتذاد پبرُ

BDC درًتیجِاستٍ   BPC بثزایي وبفی است ًشبى دّی DPBن ثٌ BPC ًیب هؼبدلاDPB MPC یِ بًمؽ 

N :رٍی هحَر اصلی دٍ دایزُ لزار دارد، ثٌبثزایي لَت آى ًسجت ثِ دٍ دایزُ ثزاثز است 

NA NB NA NB2 2 
 حبل دارین:

PBC PDC ADP PAB
1
2

 

PCB PDB PBA
1
2
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 PMثب ّن ثزاثز است. حبل دلبت وٌیبذ وبِ     ّب آىِ ٍ ظلغ هتٌبظز ببًبیبثیي ه یِ یساٍ جِیدرًتهتشبثِ ّستٌذ ٍ  PCB   ٍPBAپس هثلث 

DPBاست ٍ لبذا   PABدر هثلث  ABظلغ  ی بًِیه PBC   ٍPNدر هثلث  BCی ًظیز ظلغ هیبًِ NPB MPC   ایبي ٍ

 ّوبى حىوی است وِ لصذ اثجبت آى را داشتین.
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aیه ریشِ حمیمی هؼبدلِ ثبشذ وِ  aاٍل. ثِ ثزّبى خلف فزض وٌیذ  حل راُ  ثٌبثزایي: 1

p a a b c d a c b d

a c b d a c b d b d

( ) 3 2 3 2

2 2 2 2 2

0 0
 

fهمذاری وِ تبثغ يیتز شیثحبل دلت وٌیذ وِ  x ax c  0, ی ثبسُدر ، ثبِ اسای یىبی اس همببدیز اًتْببیی ثببسُ اسبت. ٍ ثبِ        زدیپذ یه. 1

fػجبرتی . x f f c a c( ) max{ ( ), ( )} max{ , }0  .پس:1

a c c a cmax{ , }2 

gگفت وِ تبثغ خؽی  تَاى یهثب استذلالی هشبثِ  x bx d(  . پس:زدیپذ یهاس ًمبغ اًتْبیی  یىیدرًیش ووتزیي همذار خَد را  (

b d d b dmin{ , }2  
 ثبلا دارین: یّب راثؽِ ثز ثٌبحبل 

c a c a c b d d b dmax{ , } min{ , }2 2  

cثبیذ.  جِیدرًت a c d b dmax{ , } min{ ,  ای ٍجَد ًذارد. aای است، پس چٌیي ی در تٌبلط وِ ثب فزض هسئلِ {

 دٍم. دلت وٌیذ وِ حل راُ

p x ax bx cx d a c x b d x c x x d x( ) 3 2 3 2 3 21  

xاگز . { , ,  وٌین: ثبثت هی 101{

aالف.  c x b d x( ) ( )3 2 0 

cة.  x x d x( ) ( )3 21 

x0داًین وِ. ثزای اثجبت ادػبی الف، هی  ، پس 1

a c x b d x x a c x b d( ) ( ) ( ) ( )3 2 2 
 حبل دلت وٌیذ وِ:

b d a c x a c a c x b d x( ) 3 2 0 

x21ثزای اثجبت ادػبی ة دلت وٌیذ وِ.  :جِیدرًتٍ  0

d c xc xc cx d x cd d cx x x2 3 20 1 0 1 0  

pوِ نیرس یهالف ٍ ة ثِ ایي ًتیجِ  یّب راثؽِحبل ثب جوغ سدى  x( ِ  -1ٍ یب 1، 0ًذارد، هگز احتوبلاً در 11,در  یا شِیر ( ایبي سبِ    وب

 وٌین: ػذد را جذاگبًِ ثزرسی هی

p d c

b d a c b d a c p

b d a c b d a c p

( )

( )

( )

0 0

1 0

1 0

 

 رسذ.  ًیستٌذ ٍ اثجبت حىن ثِ پبیبى هی p(x) ی شِیر ّنپس ایي ًمبغ 
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BCT ٍ .ABCاسبت، پبس      ABCخبرجی  ی ساٍیِثب  BCE السبلیي هتسبٍیاس هثلث  ای ساٍیِ BCTی ساٍیِ
1
2
 

CBTهشبثِ ؼَر ثِ ACB
1
2

 پس: 

CTF CTF CBT ABC ACB BAC0 01 1
180 60

2 2
 

EBF جبببِیدرًتهحببببؼی اسبببت ٍ   ABTC یچْبرظبببلؼثٌببببثزایي  ACE AKE  دّبببذ وبببِ   ایبببي ًتیجبببِ هبببی

ABF EBF AKE AKF180  هحبؼی است. ABKF یچْبرظلؼپس  180

EBKحبل دارین وِ  CFK ٍBEK KCF  ٍBE CF  یّب هثلثپس KEB  ٍKCF ّستٌذ ٍ لذا  ًْشت ّن

KE=KC .ًِتیجِ دٍ ووبى  ػٌَاى ثEK  ٍKC  ٍ ثزاثز ّستٌذAK  یِ یساًٍین سبس BAC .خَاّذ ثَد 
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iػذد ؼجیؼیفزض وٌیذ ثزای  n2 هٌظَر اس ،
i
A ِّبی  ی ولا  هجوَػi دّین وبِ  ًفزُ ثبشذ. ًشبى هیi

n n
A

i i

( )

( )

1
1

 

ّبی حذاوثز در یه ولا  اس ولا  آهَساى ی دٍ ػعَی اس داًش سیزهجوَػِؼجك فزض ّز 
i
A ثِ ذ، پسٌبٌبت وبزوبش تَاًٌذ ثب ّنهی 

nػجبرتی  i
i
A2 i. پس .2

n n
A

i i

( )

( )

1
1

 داًین وِ حبل هی 

n
m A A A...2 3  

 در راثؽِ فَق خَاّین داشت: آهذُ دست ثِ یًبهسبٍدر ًْبیت ثب جبگذاری 

m n n
n n

n n n n n
n n n

( ) ...
( ) ( ) ( )

( ) ... ( )( ) ( )2

1 1 1
1

2 2 1 3 3 1 1
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1
2 2 3 1

 

 

 رسذ. اثجبت حىن ثِ پبیبى هی جِیدرًتٍ 

 

 


